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  Senigallia, 2011


  


  


  Questo libro nasce dal materiale preparato per una attività di matematica progettata e sviluppata per il Museo del Balì.


  Il libro è rivolto a tutti: insegnanti, studenti e più in generale persone curiose.


  Ogni capitolo corrisponde ad un enigma, ed ogni capitolo è suddiviso in sezioni dalla difficoltà variabile ed indicata dal titolo della sezione stessa.


  Le soluzioni agli enigmi saranno precedute da un avviso testuale, in modo da non togliere alcun divertimento al lettore.


  


  



  Ed ora… Preparatevi a spappolarvi il cervello!


  


  La torre di Hanoi


  Easy


   La leggenda (inventata dall’azienda che mise in commercio il rompicapo) parla di un gruppo di monaci indù che da qualche parte, in un tempio segretissimo, sono intenti a spostare 64 dischi d’oro da un palo di diamante ad un altro. I monaci hanno a disposizione non due, ma tre pali di diamante; poiché ne servono tre se lo spostamento dei dischi deve avvenire seguendo scrupolosamente due semplici regole:


  
    	Spostare solamente un disco per volta


    	Non posare MAI un disco più grande sopra un disco più piccolo

  


  Secondo la leggenda, nel momento in cui i monaci avranno spostato l’ultimo disco e ricostruito la torre su un palo diverso da quello iniziale, il mondo avrà fine.


  A prima vista la leggenda sembra del tutto inverosimile; la fine del mondo non avverrà… O quanto meno non avverrà prima che il nostro Sole si trasformi in una gigante rossa, tra circa 5 miliardi di anni. Quindi a meno che i nostri monaci non impieghino tutto questo tempo la leggenda ha ben poco di vero.


  Noi, che non siamo monaci indù, possiamo misurarci con una versione meno impegnativa della torre di Hanoi: una versione con soltanto 5 dischi (di legno, non d’oro). Di pali invece ne servono comunque 3 (anche questi di legno!)
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  Il tempo che serve a terminare l’enigma (cioè a spostare la torre) sarà direttamente proporzionale al numero di mosse che bisogna fare. Per sapere dunque quanto tempo impiegheranno i monaci dovremo trovare un metodo per calcolare quante mosse occorrono a spostare 64 dischi.


  L’enigma dunque consiste in due parti: una facile, spostare la torre; ed una più difficile, capire che relazione matematica lega il numero dei dischi al numero delle mosse che occorrono per spostare la torre.


  Medium


   Risolvere una versione a 5 dischi della torre di Hanoi non è particolarmente difficile. Usando un po’ di logica e senso pratico si riesce a spostare la torre in 5 minuti o meno. Aumentando il numero di dischi ad appena 7 o 8, il numero di mosse ed il tempo di soluzione crescono, ma soprattutto diventa molto più difficile portare a termine il compito perché intorno al sesto disco c’è il rischio di ingarbugliarsi con le mosse.


  Esisterà un metodo semplice che permetta di risolvere la torre e che mi assicuri di farlo nel minor numero possibile di mosse? Ma sicuramente si, un metodo esiste, ed è sorprendentemente semplice dato che è descritto da un algoritmo iterativo che prevede solo due passi.


  Intuitivamente un algoritmo si può definire come un procedimento che consente di ottenere un risultato atteso eseguendo, in un determinato ordine, un insieme di passi semplici. Iterativo vuol dire che si ripete, completamente o anche solo in parte.


  Alcuni esempi di algoritmi sono le ricette di cucina o le istruzioni di montaggio dei mobili Ikea; alcuni esempi di algoritmi più legati al mondo matematico invece sono il calcolo del minimo comune multiplo tra 3 o più numeri, o la divisione tra polinomi seguendo la regola di Ruffini.


  


  !!WARNING!!

  Le prossime righe contengono la soluzione


  


  Nel nostro caso, dato che per risolvere la torre di Hanoi i passi dell’algoritmo sono, come già detto, soltanto due; la ripetizione riguarderà entrambi i passi. Ma vediamo nel dettaglio quali sono questi passi:


  
    	Sposta il disco più piccolo avanti di un palo


    	Esegui l’unica mossa possibile (e utile)

  


   Naturalmente una volta che siamo arrivati col disco piccolo al terzo palo, spostare il disco più piccolo avanti significherà riportarlo al primo palo, e altrettanto naturalmente l’unica mossa possibile del passo due non prenderà in considerazione lo spostamento del disco piccolo appena spostato.


  Seguendo e ripetendo questi due passi si risolve senza problemi e in pochissimo tempo la torre di Hanoi con 5 dischi. Contando il numero di mosse necessarie si scopre che abbiamo bisogno di 31 mosse.


  Ora che abbiamo capito come si risolve la torre a 5 dischi possiamo generalizzare il tutto a torri di n dischi, quello che cambierà sarà soltanto il numero totale di mosse da fare; per capire come questo numero sia legato al numero di dischi bisognerà passare alla sezione “Hard” del capitolo. Preparatevi dunque un pacchetto di fazzoletti perché il vostro naso potrebbe sanguinare a breve…


  Hard


   Immaginiamo che la torre sia formata da soli 2 dischi, le mosse che occorrono a spostarli sono soltanto 3. Per spostare 3 dischi invece dobbiamo prima spostarne 2 (con 3 mosse) quindi possiamo spostare il terzo disco (1 mossa) e poi dovremo riportare sopra al terzo disco appena spostato gli altri 2 dischi, ma avevamo visto prima che servivano 3 mosse per spostare 2 dischi quindi anche ora ne serviranno 3. Il totale sarà pari a 3+1+3 = 7 mosse per 3 dischi.


  Per spostare 4 dischi invece dobbiamo prima spostarne 3 (con 7 mosse) quindi possiamo spostare il quarto disco (1 mossa) e poi dovremo riportare sopra al disco appena spostato gli altri 3 dischi, ma avevamo visto prima che servivano 7 mosse per spostare 3 dischi, quindi anche ora ne serviranno 7. Il totale sarà pari a 7+1+7=15 mosse per 4 dischi.


  Per spostare 5 dischi invece dobbiamo prima spostarne 4 (con 15 mosse) quindi possiamo spostare il quinto disco (1 mossa) e poi dovremo riportare sopra al disco appena spostato gli altri 4 dischi, ma avevamo visto prima che servivano 15 mosse per spostare 4 dischi, quindi anche ora ne serviranno 15. Il totale sarà pari a 15+1+15=31 mosse per 4 dischi.

  Potremmo proseguire così fino a 64, ma impiegheremmo una giornata intera! Potremmo in alternativa notare che la serie 3,7,15,31 che abbiamo trovato può essere facilmente estesa con 63,127,255,511,… ogni numero della serie in pratica è pari al doppio del precedente  + 1. Per scrivere questa relazione in termini matematici più compatti dobbiamo usare le potenze di 2, ed otteniamo:


  



  m = 2n − 1


  



  Dove m è il numero di mosse che occorrono per spostare n dischi da un palo della torre all’altro.


  Si tratta di una funzione esponenziale che cresce molto rapidamente; avete mai sentito dire cose tipo “sta crescendo ad un ritmo esponenziale”? Vuol dire che è qualcosa che cresce molto, molto rapidamente, nel nostro caso, ogni disco in più presente nella torre raddoppia il numero di mosse da fare per portare a termine il lavoro. Questo vuol dire che, come abbiamo già avuto modo di vedere, quando ho spostato tutti i dischi tranne uno non mi trovo per niente a buon punto come si potrebbe immaginare. Sono circa a metà del mio compito, ho ancora altrettanto lavoro da fare.


  Torniamo ora ai nostri monaci, che avevano 64 dischi. Per loro m = 264 − 1 ovvero occorrono precisamente 18.446.744. 073.709.551.615 mosse (che sono più di 18 miliardi di miliardi!). Volendo leggere questo numero nel modo classico avremmo: 18trilioni 446biliardi 744bilioni 73miliardi 709milioni 551mila seicentoquindici mosse! Pur ipotizzando che i monaci siano in grado di muovere un disco ogni secondo (stima piuttosto generosa in quanto il sessantaquattresimo disco, di oro massiccio come gli altri, deve essere abbastanza grande e quindi difficile da spostare in un secondo) il tempo necessario ad eseguire 18 miliardi di miliardi di mosse si aggira attorno ai 600 miliardi di anni. Ipotizzando monaci supersonici in grado di spostare 100 dischi al secondo il tempo sarebbe circa quello giusto (ricordate la leggenda?), avremo infatti “appena” 6 miliardi di anni per completare il lavoro.


  Persino un calcolatore moderno impiegherebbe tempi considerevoli a spostare dischi virtuali (e non intendo hard disk in questo caso) su pali fatti di bit, presenti solo nella sua memoria. Prendiamo ad esempio la macchina su cui sto scrivendo: ha dentro 2 microprocessori Intel Core 2 Duo a 2,4 GHz. Ciò significa che può arrivare a svolgere 4,8 miliardi di operazioni elementari al secondo usando i due processori in parallelo. Ricordate però la prima regola del gioco cosa diceva? Si può spostare soltanto un disco per volta… Dunque il fatto che il mio computer abbia due processori pronti all’uso è del tutto inutile in questo tipo di problema, che è di tipo seriale. Si possono fare pertanto solo 2,4 miliardi di operazioni al secondo, dunque un processore lavora mentre l’altro si gira i pollici… (Questo ricorda un po’ il modo di lavorare di alcune persone, ma questa è un’altra storia).


  L’idea che per spostare un disco sia sufficiente una sola operazione elementare del mio processore è di nuovo una stima parecchio generosa; e anche in queste condizioni il tempo necessario al mio computer per spostare i 64 dischi è di circa 240 anni di lavoro ininterrotto.


  Un’ultima osservazione riguardo ai nostri monaci: a meno che non siano persone particolarmente longeve sarà difficile che riescano a portare a termine il compito, considerato che pur essendo molto dediti al lavoro sono tutti di sesso maschile!


TETRIS, anzi,
Tetramini

Easy

 Tutti conoscono il gioco del tetris; esistono
versioni di tetris praticamente per ogni dispositivo elettronico;
persino per le calcolatrici scientifiche! Pochi però sanno perché
nel 1984 il russo Aleksej Pazintnov scelse proprio questo nome per
il celebre videogioco.

Il motivo è presto svelato i 7 pezzi del tetris in geometria si
chiamano “tetramini”.

I tetramini sono le figure che si ottengono mettendo insieme 4
quadrati con il solo vincolo che questi abbiano almeno un lato in
comune tra loro. Si capisce presto che di possibilità non ce ne
sono tante. Si esauriscono tutte con i 7 pezzi del tetris. Ora, il
gioco del tetris avviene su di un monitor, in uno spazio
bidimensionale quindi; in questo spazio è possibile ruotare i pezzi
solo in un modo, dunque dobbiamo avere 2 pezzi a forma di L (uno
speculare all’altro) e due pezzi a forma di S (anche essi
speculari). Se però immaginiamo di essere nello spazio
tridimensionale dove tutte le rotazioni sono possibili il numero di
tetramini diversi si riduce a 5 e si parla di tetramini liberi
(liberi di ruotare in ogni modo).
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Potremmo ora chiederci cosa succede se anzi che 4 quadrati se ne
unissero soltanto 3, con la stessa regola di prima, ovvero che
almeno un lato debba essere in comune con un altro quadrato. Il
risultato è che al posto dei tetramini avremmo i trimini. Quanti
sono i trimini liberi? Soltanto 2:
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Se invece di quadrati ne pigliamo solamente 2? Avremo i domini
(questi son famosi e non serve la figura), e di domini possibili ce
n’è solo uno, sia nel piano che nello spazio.

Il monomino non ha senso; si tratta semplicemente di un quadrato;
mentre ha senso pensare ai pentamini, fatti di 5 quadrati, questi
in tutto sono 12.
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Gli esamini sono 35 e potremo continuare con tutte le famiglie
di polimini che vogliamo. Sappiate però che ad oggi non è nota (se
esiste) la relazione matematica che lega il numero di quadrati che
formano un polimino (detto ordine del polimino) con il numero di
polimini diversi che si possono costruire con quel numero di
quadrati.

Per risolvere il nostro enigma bisogna riuscire a ricoprire
(tassellare in gergo matematico) un rettangolo 5x4 usando
i 5 tetramini liberi a disposizione. Per prima cosa bisogna
verificare che l’area occupata dal rettangolo sia equivalente alla
somma delle aree dei 5 tetramini. Prendendo come unità di misura
l’area di uno dei quattro quadratini che formano i nostri tetramini
abbiamo che il rettangolo ha area di 20 quadratini ed i tetramini,
essendo 5 ognuno formato di 4 quadratini hanno ugualmente un’area
pari a 20 quadratini. La condizione necessaria per
eseguire la tassellatura è quindi soddisfatta. Non ci resta che
provare.



!!WARNING!!

Le prossime righe contengono la soluzione



Mi piacerebbe sapere quanto tempo avete dedicato a risolvere
questo enigma… Mi piacerebbe saperlo perché quello che sto per
dirvi potrebbe non piacervi molto… Immagino che il sentimento che
provate sia quello di leggera frustrazione poiché pur avendo
provato e riprovato non siete riusciti a tassellare il rettangolo.
A questo punto vi starete facendo una domanda molto saggia: “ma
sarà possibile tassellare questo dannato rettangolo con 5 tetramini
che ho a disposizione oppure no?” E a questo punto la risposta a
questa domanda dovrebbe già essere chiara nella vostra mente, dato
che pur avendo scritto questo libro parecchio tempo prima dei
vostri tentativi io so già che saranno tutti falliti
miseramente…

Ricoprire il rettangolo senza buchi e senza sovrapposizioni è un
compito impossibile.

Medium

 Ad un matematico però non basta non riuscire a fare
qualcosa per poter dire che quella cosa sia impossibile. Io per
esempio non riuscirò mai ad eseguire un triplo salto mortale
tuffandomi dal trampolino di una piscina, eppure ci sono atleti in
grado di farlo, non è impossibile solo perché non ci riesco.

Un matematico cercherebbe di dimostrare che la cosa sia
effettivamente impossibile. Il fatto che nessuno ci riesca è
soltanto un indizio, non una prova dell’impossibilità. Potrebbe
anche essere che nonostante tutti i nostri tentativi, la
tassellatura sia così difficile da effettuare che nessuno c’è
ancora riuscito. Nel nostro caso mettetevi il cuore in pace perché
esiste un modo semplice per dimostrare che la tassellatura è
davvero impossibile.

Dividiamo il nostro rettangolo in 20 scacchi quadrati, e
coloriamoli alternativamente di bianco e di nero, come se fosse una
piccola scacchiera. Ora prendiamo il tetramino a I e notiamo che in
qualsiasi posizione lo mettiamo questo ci coprirà sempre e comunque
4 scacchi: 2 bianchi e 2 neri. Prendiamo quindi il tetramino a L ed
andiamo a vedere cosa riesce a coprire: anche lui in qualsiasi
posizione lo mettiamo coprirà 2 scacchi bianchi e 2 scacchi neri.
Tocca al tetramino a S, ma che bello, anche lui copre sempre 2
scacchi bianche e 2 neri. Che dire del quadrato? È evidente che
anche lui può coprire 2 scacchi bianchi e 2 neri.

A questo punto siamo arrivati ad usare 4 tetramini e ad aver
coperto un totale di 16 scacchi: 8 bianchi e 8 neri. Ne rimangono
scoperti 4: per la precisione altri 2 bianchi e 2 neri. Noi abbiamo
ancora un tetramino per coprirli… Ma accidenti!!! Il tetramino che
ci è rimasto è quello a T che comunque si metta non copre 2 scacchi
di un colore e 2 di un altro, ma 3 di un colore ed uno solo
dell’altro!

Non importa quindi quanto furbamente abbiamo disposto i 4
tetramini precedenti, finiremo sempre con 2 scacchi bianchi, 2
scacchi neri scoperti e un pezzo che invece ne copre 3 di un colore
ed 1 di un alto; dunque la tassellatura è impossibile. Ma questa
volta è stato dimostrato.

Ci tengo a dire che questo è l’unico enigma impossibile da
risolvere, tutti gli altri hanno soluzione, anche quelli che
sembrano a prima vista più impossibili di questo, alla fine vedrete
che saranno risolvibili. Ho scelto comunque di presentare questo
enigma non tanto p [...]


OEBPS/Images/cover.jpg
Enigini @ Remplicape

Michelangelo Rocchetti






OEBPS/Images/immagini3.jpg





OEBPS/Images/immagini1.jpg





OEBPS/Images/immagini4.jpg





OEBPS/Images/immagini2.jpg





